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 ・経済主体との関係：個人（世帯）→ 家計 
           企業 → 財務 
           政府 → 財政 
 
1.2 経済のグローバル化と不確実性の増加 






 ● 現代ファイナンスのキーワードは「リスク（Risk）」である． 
 ・（自然界や地政学的リスクも含めて）不確実性とリスクが増加している． 
 ・リスク回避の必要性 →「保険」，「リスクの分散」，「リスク移転」，「リスクヘッジ」 
 ・「リスクを取る」ことが必要な場合もある． 
 ・研究開発，資源開発，事業の拡大，ベンチャービジネス，起業，など． 
 ・→ リアルオプションと経営戦略 
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 ● ⇒ [リスクの適切な評価法] の必要性．（本稿の主要なテーマである） 
 
1.3 リスクへの対応 
 ● リスクへの態度と扱い 
 リスク分析，リスク評価，リスクマネジメント，リスク回避（リスクヘッジ），リスク移転
（リスクの証券化），リスクを取る，etc. 
 ● 研究課題 
１．リスクとは何か？（その定義・概念を明確にすること．） 
 ・予測の困難性，不可能性 → 確率論の重要性 















































 ・ ＝ の場合，リスクへの意識無し． 
 ・ ＝ ， の場合，リスクは分散で測られている． 
 ・リスク回避的： が上に凸の場合． となる． 
 ・リスク中立的： ＝ の場合． となる． 
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 ２）VaR（Value at Risk） 
 ３）確実性等価 
 ４）効用無差別価格 
 ５）リスク尺度（risk measure） 
 
1.7 企業のリスク管理 ERM (Enterprise Risk Management) 
 ● 投資戦略とリスク管理 
 ・ポートフォリオ理論：第５章，第８章 
 ● リスク評価とリスク管理 
 ・オプション価格理論：第10章 
 ・プロジェクト評価とリアル・オプション：第11章，第12章 
 ● 企業価値評価とERM  
 ・ERM（enterprise risk management）の重要性 
 
1.8 数理ファイナンス理論と金融工学の役割 









 ● リアルオプションと経営戦略 
 






































 ・収益（＝リターン ） 
 ・収益率（ ） 
 ・log return（ ） 
  ：収益率の近似値． 
 
3.3 キャッシュフローの価値評価 
 ・現在価値（PV，present value）と将来価値（FV，future value） 
 ・割引率 







 ・金利の期間構造：  
 




Definition 1 (確率空間) ( , , ) が確率空間であるとは , , がそれぞれ次の条件を満た
していることである． 
(1)  （標本空間） 
   は，或る集合である． 
(2)  （事象の空間） 
   は の部分集合を要素に持つ集合の族で，次の性質を持つ． 
  (a)  
  (b) （ は の補集合を表す） 
  (c)  
(3)  （確率） 
   は 上で定義された実数値関数で，次の性質を持つ． 
  (a) ，  
  (b)  
  (c) で互いに素（ ） 
          
 
場合の数による確率 
 順列：  
 組み合わせ： 
        
 二項係数： 
        
 
確率分布 
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 条件付き確率：  
 乗法公式：  
 独立性： と が独立  
            
 三つの事象の場合：どの２つの事象も互いに独立であり，その上で 
           




Definition 2 (確率変数) 確率変数とは， 上で定義された実数値可測関数のことである． 
 
Definition 3 (確率変数の分布) 
確率変数 の分布  
確率変数 の分布関数  
 
 離散分布の確率関数：  
 連続分布の密度関数：  
 
4.2.2 期待値と分散 
 期待値：  
      
      
 分散：  
 期待値の性質：  
 分散の性質：  




 ・二項分布  
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 ・Poisson分布  
      
      
 
連続型分布 
 ・正規分布  
      
      
 のとき， とおくと，  
 ・一様分布  
      
      
 ・指数分布  
      




Definition 4 (多次元確率変数) 次元確率変数 とは， 上で定義された に値をとる可測関
数 
      
のことである． 
 
Definition 5 (多次元確率変数の分布) 




 ２次元離散分布：  
 ２次元連続分布：  
      
 




      
 
4.3.4 独立性 
 ● 独立性： と が独立 




 ● ＋ の分布： と は独立とする． 
 ・離散の場合： , は整数値を取るものとする． 
         
 ・連続の場合： 
         
 
4.3.5 期待値と分布の特性値 
 ・期待値：  
       
 ・共分散：  
 ・相関係数：  
 ・独立なとき： と が独立 ⇒ , 
      ，  
 ・期待値の性質：  
 ・分散の性質：  
      と が独立 ⇒  
 ・相関係数 の３つの性質 
 (1) , 
 (2) と が独立 ⇒ , 
 (3) と は一次式の関係． 
 
4.3.6 ２次元正規分布，多次元正規分布 
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 ・２次元正規分布 
      
 ・ 次元正規分布 





      
 
大数の法則 
      （大数の弱法則） 
         （大数の強法則） 
 
4.4.2 中心極限定理 
 中心極限定理：  
（標本平均を正規化した確率変数の分布は，標本数 が十分大きいとき に近い） 
 
4.4.3 二項分布の正規近似 




      
確率変数 を 
           
と定義して，大数の法則を使う． 
 






 この議論を少し一般化して，次のようなことが言える．起こりうる結果の全体（＝ ）を 個




 上のような を の有限分割とよび，これから生成されるσ-fieldを とお
く．このとき 
          (4.1) 
により定義される を，分割 の下での（またはσ-field の下での）
の条件付確率と呼ぶ． 
 さらに，確率変数 の条件付期待値 が次式により定義される． 
         (4.2) 
ここで， は集合 の定義関数である． 
 条件付確率 も条件付期待値 も，ともに 上の 可測な関数であること
を注意しておこう． 
 定義から容易に次のことが分かる． 
               (4.3) 






Definition 6 を確率空間 ( , , ) 上の可積分な確率変数とし， を の部分σ-fieldとす
る．このとき，確率変数 の条件 の下での条件付期待値 とは，次の条件を満たす 可
測な確率変数 のことである． 
               (4.5) 
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 条件付期待値 は 上の 可測な確率変数であり, の意味で一意的に定まること
が言えている． 
 ここで条件付期待値のもっている性質をまとめておくことにする． 




    この特別な場合として，  
４） が 可測のときには，  
５） が と独立 ( と に対して, と は独立) なとき,  
６）関数 がconvex（下に凸）のとき，  
 条件付き期待値の定義において，確率変数 として事象 の定義関数を取ったとき，すなわ
ち のことを条件 の下での の条件付き確率と呼び とも表現される． 
 条件付分散：  
   
 
   
 
   
 
   
4.6 確率過程 
 ・確率空間：( , , ) 
 ・フィルトレイション(filtration)：  
 ・確率過程： 上で定義された可測関数で， -adaptive  
 は， を固定したときには の普通の意味の関数であり， を固定したときには確率変
数である． 
 ・離散時間モデルと連続時間モデル 













 , ：２証券の収益率 
 ， ，  
 ，  
 ， ：ポートフォリオ 
 ：ポートフォリオの収益率 
   
 
   
 を使って を消去する．（ と仮定する） 
          (5.1) 
ここで， , , は より定まる定数である． 
   
 
   
─ 20 ─ 
 ● の軌跡は放物線で，頂点は である． 
 
 ● である．（∵ ） 
 ● である．（∵分散共分散行列は非負定値である．） 




                  (5.2) 
となる． 
 (5.2)式より の軌跡は直線であることがわかる．より詳しくは，次のようになっている. 




を得る．これと， および から  を消去して， 
               (5.3) 
を得る．これは，２点 と を通る直線である． 




を得る．これと， および から  を消去して， 
               (5.4) 
を得る．この式で のとき，どちらの式の値も となり一致する．したがっ
て，(5.4)は２点 と を通る直線と，２点 と を通る直
線とからなっていることが分かる． 
 ● の場合：（  の場合である．） 
 この場合，方程式(5.1)を次のように変形して見ると，双曲線の標準形になっている． 
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 , , ：３証券の収益率 










に注意すると， は と とのポートフォリオであり，これを新しい証券と看做
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 ● フロンティアポートフォリオ 




 ● 資本市場線 
 ● CAPM 
 ・ ：市場ポートフォリオの収益率 
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 ● リスクプレミアムとリスク感応度（ベータ） 
 上で得られた式より， 
 














5.2.2 裁定評価理論APT（Arbitrage Pricing Theory） 
  l 個の因子，  
 
 注．CAPMモデルは，APTモデルの l ＝ 1 の場合になっている． 
 










 効用関数 とは，ある財を 単位消費したときに得られる効用が であるとみなされる
関数である． 










 期待効用： がリターン の期待効用． 
 期待効用の最大化： のとき，リターン はリターン より価値が高いと
評価される． 
 ・ の場合： であり，評価は期待値でなされる． 
 ・２次関数の場合：  
 
が大で が小なとき，価値が高い． 
 → 平均・分散分析（５章を見よ） 
 ● 期待効用の無差別曲線 
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・２次関数の場合： ， と置くと，無差別曲線を定める方程式は 




                 (6.2) 
を得る．これより 
                  (6.3) 
が分かる．さらに(6.2) を で微分して， 
              (6.4) 





 ● 危険回避度： 
 １）絶対的危険回避度：  
 ２）相対的危険回避度：  
・ が１単位増加したとき限界効用は何％減少するか？（ ％減少する．） 
               (6.6) 
・限界効用（ ）の弾力性: が１％増加したとき限界効用は何％減少するか？（ ％減少
する．） 
              (6.7) 
 ● Jensenの不等式： 
が上に凸な時，  
が下に凸な時，  
 リスク回避的： が上に凸の場合． となる． 
 リスク中立的： の場合で， となる． 
 リスク愛好的： が下に凸の場合． となる． 
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 ・例： 
 １） の場合，リスクへの意識無し（ である）． 
 ２） の場合，リスクは分散で測られている（ であり, 
これがリスクプレミアムである）． 





6.3.1 バリューアットリスク（VaR）：quantile method 




 効用関数 が与えられているとき，確率変数（ランダムなリターン) に対して，次の等式
より定まる を の確実性等価（certainty equivalent）と言う． 
                 (6.8)  




 次の関係式を満たす を， の効用無差別価格（utility indifferent price）という． 
               (6.9) 
 
6.3.4 リスク尺度（risk measure） 
Definition 7 (convex risk measure) 確率変数の適当な空間上で定義された関数 が次の性質
を持っているとき，コンベックスリスク尺度（convex risk measure）と呼ばれる． 
 a )(Monotonicity)：  
 b )(Cash invariance)：  
 c )(Normalization)：  
 d )(Convexity)：  
 関数 が，上の a ), b ), c ), d ) に加え，次の性質 e ) 
 e )(Positive Homogeneity)：  
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を持っているとき，コヒーレント（coherent）と呼ばれる． 
 注．効用無差別価格 に対して， により定まる はconvex risk measure
になる．（ただし，一般にはcoherentにはならない．）  
 
Definition 8 (monetary utility function) 関数 が次の性質を持っているとき，a monetary utility 
functionと呼ばれる． 
  a ) (Monotonicity)： , then  
  b ) (Monetary property)：  
  c ) (Normalization)：  
  d ) (Concavity)：  
 




 a). Assume that . The utility indifferent price of , , is the solution of  
 
From , we obtain  
 





 c) This fact follows from . 
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 （証明終わり） 











 確率空間：( , , ) 
 フィルトレイション(filtration)： ，情報の空間 














 -adaptive,  
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 定常時系列モデル（stationary） 
 自己回帰モデルAR（Auto Regression） 
 ARMA（Auto Regression Moving Average），ARMA（k, l） 
 ARCH（Auto Regressive Conditional Heteroskedasticity Model） 








 -adaptive,  
 １）連続経路モデル 
   ブラウン運動，拡散過程 
 ２）ジャンプ経路モデル 
   Poisson過程，複合Poisson過程 
 ３）より一般的な確率モデル 
   jump diffusion 
   マルコフ過程 
   レヴィ過程 
   確率微分方程式 






 ：資産の価格， は安全資産とする． 
 ：投資戦略 
 での投資額 






 ● 最適投資・消費戦略： 
 制約条件 の下で期待効用 を最大化するように  
を選ぶ． 
 ● 例．（２次の効用関数の場合） 





















 第２期首（＝第１期末）に条件 の下で消費・投資戦略 を立て
る． 
 これを各期に繰り返す．すなわち， 期首（ 期末）には の使用可
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能資産があるので，これを消費 と投資 に条件 の下で振り
分ける． 
 これを 期首 ( 期末) まで繰り返し，消費列 を得る．第 期末には  
が残るが，これはすべて消費に回されるものとして， , と
する． 
 第 期の効用関数を として，総期待効用 
 
を最大化する戦略が，最適消費・投資戦略である． 




 ・確率空間：( , , ) 
 ・  
 ・フィルトレイション（filtration）： ．情報の空間． 
 ・ -adaptive,  
 ・ ：資産の価格， 
 ・ ：初期値（現時点の価格）は既知 
 ・安全資産の価格はノンランダムとする：  
 ・利子率 ：連続複利 を採用する．ノンランダムで時間的にも一定と仮定する．（例を
見るとき， と仮定しておく．） 
 ・割引率と現在価値：  
 
9.2 原資産過程と金融派生商品（デリバティブ） 






─ 32 ─ 
 ● 先物：先渡しにおいて，特に取引所（先物取引所）において集中取引されており，取引が標準
化され反対売買により決済ができるもの． 
 ● スワップ：債務の交換．（金利スワップ，通貨スワップ） 
 ・例：金利スワップ 
会社 調達可能な長期金利 調達可能な短期金利 希望金利 
Ａ  10％        ８％        短期資金を希望 







  （注．カッコ内の場合にも，両社共に有利になる契約が可能．） 
 ● オプション：原資産の価格過程 に依存した権利である． 
 ・例：ヨーロッパ型コールオプション： 
    ある特定の株式１単位を，          (原資産） 
    将来のある特定の時点 において，     （満期日） 
    あらかじめ定められた価格 (円)で，  （権利行使価格） 






  ヨーロッパ型コールオプション，ヨーロッパ型プットオプション 
  アメリカ型コールオプション，アメリカ型プットオプション 
 ・経路に依存するオプション 
  asian option 
 ● 金融オプションとリアル・オプション 
 ● 金融派生商品（デリバティブ）の役割：リスク・ヘッジ（リスク管理への応用） 
 
9.3 原資産過程と市場のモデル 
─ 33 ─ 
 ● 原資産の価格過程 は不確実性を伴っている 
 ・ は確率過程として定式化される 
 ● 原資産過程のモデル 
 ・離散時間モデル：二項過程，多項過程，計量モデル（回帰モデル） 
 ・連続時間モデル：ブラックショールズモデル（幾何ブラウン運動），ジャンプ過程， 
          レヴィ過程 
 ● 効率的な市場の存在 
  効率的市場，非効率的な市場，市場無し，売買されないもの 
 ● 一物一価の法則が成立しているか？ 





 ● 先物の利用 
 ● スワップの利用 
 ● オプションの利用 
 
第10章 オプションの価格理論 
 ● オプションの価格（＝価値）はどのような原理で定まるのか？ 
 → 数理ファイナンスの基本課題 
 ● オプションの価格はどのようにして計算されるか？ 
 → 金融工学の主要な課題 
 
10.1 効率的な市場におけるオプション価格の算定原理 
 ● オプションは，原資産の価格過程 に依存した確率変数 （権利から得られる収益）として
表現される． 
 ● オプション の現時点での価値（＝価格) はいくらか？ 
 ・期待収益（平均値）で評価してよいか？ 
 ・単なる平均値 では不適切（経験的に得られている） 
 ● 例による説明 
─ 34 ─ 
 ・原資産過程が２項過程モデルとする 
 
 ・オプション は，次のように与えられているものとする． 
 
オプション と同等の結果をもたらすポートフォリオを組むことを考える．安全資産（＝債券）













る元手に等しいと考えられるので である．従って，オプション の現在価値 （＝オプショ
ン の価格 ）は次式で与えられることになる． 
 





となっている．すなわち は確率になっており，この確率を で示すことにすると， 
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となっている．これは，オプションの現在価値は新しく導入された確率 による期待値（＝平
均）として求まることを示している．この は，物理的な確率 とは一般に異なる． 
  この確率 は何か？ 計算により次の関係式が分かる． 
 
この等式は，確率 で見るとき，株価 の動きはリスク中立的であることを示している．これ
が確率 の特徴付けであり， はリスク中立測度と呼ばれる． 
 ● 効率的市場が存在している場合，無裁定理論による価格付けが基本 
 ・複製ポートフォリオ（ヘッジングポートフォリオ） 
 ・一物一価の法則より定まる価格：複製ポートフォリオの元手 
 ・リスク中立測度 による平均  
 ● この状況は，多期間モデルの場合でも成立している． 
 ● 上で使っている考え方（論理） 









 ● 裁定機会 
 ・「損をする可能性無しに，正の確率で得をする可能性があること」 
 ・裁定機会の存在する例： 
   一物二価の場合， 
   確実な値上がり（または値下がり）が分かっている場合 
 ・効率的な市場においては裁定機会は存在しない 
  （効率的な市場の定義） 
裁定機会の存在，非存在 
例１（arbitrage） とする．  
 








 例１ リスク中立測度は存在しない． 
 例２ リスク中立測度は存在する． 
 ● 金融オプションの標準的な理論は，無裁定条件の下で展開される． 
 
10.3 完備市場と非完備市場 



























 例２ リスク中立測度が唯一つ存在するので，完備である． 








 ● 無裁定で完備な市場では， 
オプション の価格＝  



























 ● 完備市場モデルである 
 ● ヨーロッパ型コールオプションの価格公式 
 標準正規分布の分布関数 を使って次のように表せる． 
 
ここで は標準正規分布の分布関数であり， 


























































 リスク中立測度 が存在したとする．すなわち 
              (10.2) 
が成立しているものとする．このとき裁定機会が存在したと仮定して，次のような投資戦略が存
在したとする． 
                (10.3) 
               (10.4) 
              (10.5) 
 
（10.2）と（10.3）より 
           (10.6) 
一方， は と同値であるので，（10.5）より 
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  が構成できたとして， ， と置くと， は次の条件を満たす． 
               (10.8) 
               (10.9) 
               (10.10) 
逆に，このような条件をを満たす が存在したときには， ， により
定まる が求めるものである．以下，（10.8），（10.9），（10.10）を満たす を構成する． 





 これより， に直交するベクトル を条件（10.8）と（10.9）を満たすように取れ
る．そして，直交条件より なる任意の に対して 
         (10.11) 
が成立している．いま確率 を ， に定めると，上式は 
                (10.12) 
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Lemma 1  
（証明） 
 が任意の に対して解を持つ 
















， は の解，となっている． 
 この の全体は線形空間をなしているので，十分 0 に近いものを取ることがで








 ● 原資産過程の拡張： 
 １）原資産を金融資産から実物資産（real assets）に拡張して考える． 
  例 不動産オプション（不動産金融工学） 
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 ２）それ自身が売買されないもの． 
  例 天候デリバティブ 





























































 あるプロジェクトの初期投資額 とキャッシュフロー列 が与えられたとす
る．このとき，キャッシュフローの現在価値は割引率 を適当に定めることにより 

































































 効用関数を とする．リターン（収益）は不確実であるので，これを確率変数 で示すこ
────────────
 １）類似のものとして確実性等価がある 








 リターン の期待効用理論に基づく価値は次式 
 
を満たす として定義される効用無差別価格（utility indifferent price）である3）．この定義式の意
味は，「 なる不確実なリターンを受け取る権利を得るのに だけ支払ったとき，期待収益は 0
となる」ということであり，この意味で と とは釣り合っていることになる4）． の時
には となり平均値となるが，一般の効用関数の時には平均値とは異なった値になる．
効用関数 が上に凸な関数のとき，一般に が成立する．実際，Jensenの不等式により 
 
であり， の単調性より が成立する．これで が言えた． 
  がリスクのないとき，すなわち がノンランダムなときには であるが， がリス
クのあるときには一般に となり， の価値 は より だけ低くなる．こ












 ２）効用関数 の定義域は，消費のような場合には でよいが，リスクのあるリターンを扱う
場合には で考えたい．以下では， の定義域は であるものとする． 
 ３）より正確には，現在の所有量が であるとき， となる と定義され，一般
には は に依存して決まる． 
 ４）似た概念である「確実性等価」は， なる として定義される． 




PV  ，NPV   PV  ． 
ここで，PV  は次のようにも表現されることを注意しておこう． 




注目し，ランダムなキャッシュフロー のランダムな現在価値 RPV   (random present value) を 
RPV   
で定義する．ここで，RPV  は確率変数であること，および RPV   PV なる関係を注意
しておこう． 
 このランダムな現在価値 RPV  の効用無差別価格を考え，それを の効用無差別現在価値








 と についての方程式を比較して なる関係が分かる．これより 
                UNPV  UPV  ． (12.1) 
の関係が分かる．あるいは，この式を UNPV  の定義式に採用しても同じである． 

































 １）ランダム現在価値 RPV  を計算する．これは確率変数であり，分布を持っている． 
 ２）効用無差別現在価値UPV  を計算する．これは，キャッシュフロー
の期待効用理論に基づく現在価値である． 
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